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Zamijeniti ili ne zamijeniti vrata?
Danijel Krizmanic´1 , Hana Rizvic´2
U ovom cˇlanku prikazat c´emo jedan vjerojatnosni problem, popularno nazvan “Monty
Hall problem”. Ime je dobio po americˇkom televizijskom voditelju Monty Hallu u cˇijem
je kvizu “Let’s Make a Deal” bio uklopljen ovaj problem. O cˇemu se radilo u ovom
kvizu? Pred natjecateljem su bila postavljena troja zatvorena vrata te mu je recˇeno da
je iza jednih od njih auto, a iza preostalih dviju koze (s time da je raspored auta i koza
iza ova troja vrata slucˇajan). Naravno natjecatelj ne zna iza kojih se vrata nalazi auto,
a iza kojih su koze. Igra se sastojala u tome da natjecatelj odabere jedna vrata te da,
nakon sˇto ih otvori, kuc´i odnese plijen koji se nalazi iza njih. Cilj je dakako bio osvojiti
auto. Ali postojao je i jedan me -dukorak koji je predstavljao srzˇ kviza. Nakon sˇto je
natjecatelj odabrao svoja vrata, a prije nego je imao priliku otvoriti ih, voditelj kviza
(koji je znao raspored auta i koza iza vratiju) je otvorio jedna od preostalih neodabranih
vrata iza kojih se nalazila koza i ponudio natjecatelju moguc´nost da promijeni svoj
izbor, tj. da odustane od prvotno odabranih vrata i odabere druga (josˇ neotvorena) vrata.
Spomenimo ovdje da u slucˇaju da se auto nalazi iza vrata koje je prvotno odabrao
natjecatelj, voditelj kviza slucˇajnim izborom odabire jedna od dviju preostalih vrata (iza
obiju se nalazi koza) i otvara ih. U slucˇaju da se iza vrata koja je natjecatelj odabrao
nalazi koza, tada voditelj nema izbora, vec´ mora otvoriti ona vrata iza kojih se nalazi
druga koza.
Slika 1. Natjecatelj izabire jedna vrata, recimo 1. Voditelj kviza onda otvara jedna od preostalih
neodabranih vrata, recimo 3, iza kojih je koza, pa ponudi natjecatelju da vrata 1 zamijeni s 2.
Vec´ina ljudi bi vjerojatno u toj situaciji razmisˇljala na sljedec´i nacˇin. Kako su jedna
vrata vec´ otvorena i iza njih je koza, znacˇi od dvaju preostalih vrata iza jednih je auto,
a iza drugih koza. Kako sada mogu izabrati jedna od ovih dvaju vrata (znacˇi zadrzˇavam
prvotno odabrana vrata ili odabirem nova vrata), imam 50% sˇansi da odaberem vrata
iza kojih je auto. Pa kako svaka vrata “imaju” vjerojatnost 12 da se iza njih nalazi auto,
svejedno mi je zadrzˇim li prvotno odabrana vrata ili ih mijenjam za druga.
No takvo je razmisˇljanje, iako na prvi pogled sasvim korektno, zapravo pogresˇno.
Natjecatelj zamjenom vrata povec´ava svoje sˇanse da osvoji auto, i u ovom slucˇaju
vjerojatnost osvajanja auta iznosi 23 , dok je vjerojatnost dobitka auta zadrzˇavanjem
svojih prvotno odabranih vrata 13 . Mozˇemo rec´i da na pocˇetku igre svaka vrata imaju
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vjerojatnost 13 da se iza njih nalazi auto, otvaranjem jednih vrata od strane voditelja
kviza, a iza kojih se nalazi koza, vjerojatnost dobitka auta za ta vrata se ne raspodjeljuje
ravnomjerno na preostala dvoja vrata, vec´ se “seli” u potpunosti na ona vrata koja
natjecatelj nije u pocˇetku odabrao.
Slika 2. Raspodjela vjerojatnosti za osvajanje auta (uz pretpostavku da je natjecatelj prvotno
izabrao vrata 1, a voditelj kviza otvorio vrata 3).
Rec´i c´ete: “Nije fer, ispada kao da se neka visˇa sila urotila protiv natjecatelja i
njegovih prvotno izabranih vrata”. No zapravo nije tako. Pokusˇajmo sada objasniti
u cˇemu je kvaka, a poslije c´emo to i formalno opravdati korisˇtenjem matematicˇkog
aparata. Natjecatelj, izabravsˇi na pocˇetku igre jedna vrata (bez smanjenja opc´enitosti i
radi ilustracije recimo da su to vrata 1), s vjerojatnosˇc´u 13 c´e iza njih pronac´i auto. Ako
natjecatelj odlucˇi ne mijenjati svoj izbor do kraja kviza, osvojit c´e auto jedino ako se on
nalazi iza vrata 1, a to se doga -da u jednoj trec´ini slucˇajeva, jer zbog slucˇajnog rasporeda
auta i koza, iza svakih vratiju se auto nalazi u jednoj trec´ini slucˇajeva, odnosno s
vjerojatnosˇc´u 13 . Ali ako odlucˇi zamijeniti svoja vrata, tada c´e osvojiti auto u svim onim
slucˇajevima kada se ono nalazi iza vrata 2 ili 3. Naime, ako se auto nalazi iza vrata 2,
voditelj kviza otvara vrata 3, pa natjecatelj mijenja vrata 1 za vrata 2 i dobiva auto. Isto
tako, ako se auto nalazi iza vrata 3, voditelj otvara vrata 2, pa natjecatelj mijenja vrata 1
za vrata 3 i opet dobiva auto. Znacˇi, u slucˇaju da se natjecatelj odlucˇi promijeniti svoj
izbor vratiju, osvaja auto u dvije trec´ine slucˇajeva, dakle s vjerojatnosˇc´u 23 .
Prije nego i matematicˇki formalno opravdamo rjesˇenje ovog problema, spomenimo
problem “Tri zatvorenika”, koji je ekvivalentan Monty Hall problemu. Tri zatvorenika
(recimo A, B i C) su zatvorena svaki u svojoj c´eliji i osu -dena na smrt. Upravitelj
zatvora je izabrao jednog od ova tri zatvorenika slucˇajnim izborom i pomilovao ga.
Zatvorski cˇuvar zna koji je zatvorenik pomilovan, ali to ne smije rec´i. Zatvorenik A
moli zatvorskog cˇuvara za identitet jednog od preostalih zatvorenika (dakle B ili C) koji
c´e biti pogubljen i kazˇe: “Ako c´e B biti pomilovan, reci mi ime zatvorenika C, ako
c´e C biti pogubljen, reci mi ime zatvorenika B, a ako c´u ja biti pogubljen, onda baci
novcˇic´ kako bi odlucˇio hoc´esˇ li mi rec´i ime zatvorenika B ili C”. I cˇuvar popusti pa mu
recˇe da c´e zatvorenik B biti pogubljen. Zatvorenik A se razveseli jer je uvjeren da mu
je vjerojatnost prezˇivljavanja narasla s 13 na
1
2 , jer se sada borba za pomilovanje vodi
izme -du njega i zatvorenika C. Zatvorenik A potajno sve to kazˇe zatvoreniku C, te se i
on razveseli, ali on je uvjeren da je vjerojatnost prezˇivljavanja za zatvorenika A ostala
1
3 , dok je njegova narasla na
2
3 . Tko ima pravo na veselje?
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Ako se malo pazˇljivije pogledaju ove situacije, mozˇe se zakljucˇiti da je ovaj problem
ekvivalentan izricˇaju Monty Hall problema (otvaranje vrata iza kojih je koza od strane
voditelja kviza odgovara priopc´enju cˇuvara zatvoreniku A da c´e B biti pogubljen). Zato
je ispravan odgovor da zadovoljniji mozˇe biti zatvorenik C jer vjerojatnost da c´e upravo
on biti pomilovan iznosi 23 .
Sada je dosˇao red da matematicˇki opravdamo ovaj zakljucˇak. Pomoc´u teorema potpune
vjerojatnosti prvo c´emo odrediti vjerojatnost osvajanja auta pri strategiji “zamijeni vrata
kad ti voditelj to ponudi”, a onda pri strategiji “nemoj zamijeniti vrata kad ti voditelj to
ponudi”. Doga -daj osvajanja auta pri prvoj strategiji oznacˇit c´emo s D1 , a pri drugoj s
D2 . Radi jednostavnosti promatrat c´emo samo slucˇaj kada natjecatelj prvotno izabere
vrata 1 (za prvotni odabir ostalih vrata, zbog simetricˇnosti, racˇun je analogan te ga
ispusˇtamo). Uvedimo sljedec´e doga -daje, odnosno hipoteze
Hi = {auto se nalazi iza vrata i}, i = 1, 2, 3.
Uocˇimo da zbog slucˇajnosti rasporeda auta i koza iza navedenih triju vrata vrijedi
P(H1) = P(H2) = P(H3) = 13 . Kako se doga
-daji H1 , H2 i H3 uzajamno iskljucˇuju i
tocˇno jedan me -du njima se mora dogoditi, po teoremu potpune vjerojatnosti u slucˇaju





gdje je za dva proizvoljna doga -daja A i B , takve da je P(B) > 0, P(A|B) uvjetna
vjerojatnost doga -daja A uz uvjet da se dogodio doga -daj B , definirana sa
P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B)
.
Ako se dogodila hipoteza H1 , tj. auto je iza vrata 1 onda c´e on, jer natjecatelj u ovom
slucˇaju mijenja vrata, na ponudu voditelja promijeniti prvotno izabrana vrata 1 za vrata
2 ili 3, te c´e osvojiti kozu, pa je P(D1|H1) = 0. U slucˇaju da se dogodila hipoteza
H2 , auto se nalazi iza vrata 2, pa voditelj kviza otvara vrata 3 i nudi zamjenu vrata 1
za vrata 2, sˇto natjecatelj prihvac´a i osvaja auto. Dakle P(D1|H2) = 1. Analogno je i




· 0 + 1
3
· 1 + 1
3
· 1 = 2
3
.
Ako pak koristimo drugu strategiju, slicˇnom argumentacijom kao gore, lako se dobije




P(Hi)P(D2|Hi) = 13 · 1 +
1
3
· 0 + 1
3
· 0 = 1
3
.
Dakle, natjecatelj zaista osvaja auto s vjerojatnosˇc´u 23 ako zamijeni vrata pri ponudi
voditelja, dok je ta vjerojatnost 13 ako ostane pri svom prvotnom odabiru vrata.
Za kraj navedimo dvije modifikacije Monty Hallovog problema. Prvo c´emo povec´ati
broj vrata. Zamislimo da umjesto troja imamo sto vrata, te da se samo iza jednih
od njih nalazi auto, a iza svih ostalih koze. Natjecatelj opet odabire jedna vrata, ali
sada voditelj, od 99 neodabranih vrata otvara njih 98 iza kojih su koze, te potom nudi
natjecatelju zamjenu njegovih vratiju s onim jednim josˇ neotvorenim. Intuitivno bi se
moglo pomisliti da nema neke razlike ako se obavi zamjena ili ne, jer su preostala
samo dvoja vrata, pa su sˇanse za osvajanje auta 50%, zamijenili vrata ili ne. Ali mi
sada znamo da nije tako, i na osnovu originalnog Monty Hallovog problema mozˇemo
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zakljucˇiti da natjecatelj, ako zamijeni vrata, ima 99% sˇansi da osvoji auto, a samo 1%
ako ne zamijeni vrata. Kod ove modifikacije, kao i kod originalnog Monty Hallovog
problema s puno natjecatelja, iako mozˇda intuicijom navedeni na krivi zakljucˇak da
imaju podjednake sˇanse za osvajanje auta zamijenili vrata ili ne, moglo bi ipak pristati na
zamjenu vrata (ovaj krivi zakljucˇak ne preferira niti jednu opciju, jer svakoj daje jednaku
sˇansu za osvajanje auta). Ali u sljedec´oj modifikaciji c´e krivi zakljucˇak preferirati jednu
opciju i to onu losˇiju po natjecatelja (osim ako nije dosˇao na kviz s ciljem osvajanja
koze). Pretpostavimo da imamo pet vrata i da se opet auto nalazi iza samo jednih od
njih, a iza preostalih su koze. Sada natjecatelj na pocˇetku odabire dvoja vrata. Tada
voditelj kviza od triju neodabranih vrata otvara dvoja iza kojih se nalaze koze. I onda
ponudi natjecatelju da zamijeni svoja dvoja vrata s preostalim jednim neotvorenim.
Intuicija bi natjecatelju mogla rec´i da to nikako nije povoljna ponuda, jer kako su dvoja
otvorena vrata izvan igre, vjerojatnost da osvoji auto ukoliko ostane pri svom pocˇetnom
odabiru iznosi 23 , dok ako pristane na zamjenu ta vjerojatnost bi bila samo
1
3 . Na
temelju svega vec´ recˇenog, znamo da bi takva intuicija bila pogresˇna, jer je vjerojatnost
osvajanja auta, ukoliko prihvati ponudu o zamjeni “dvoja vrata za jedna” zapravo 35 , a
ako ne prihvati 25 .
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